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量子測定の数理的研究は von Neumann の教科書 $I^{15}$ ] で始まった。 [15] において次の 2
つの重要な貢献がなされた :
$\bullet$ von Neumann モデルの定式化。
$\bullet$
$\mathcal{H}$ を Hilbert 空間とする。非縮退の離散スペクトル (固有値) をもつ物理量 $A=$
$\sum_{j}a_{j}E(\{a_{j}\})$ の測定による状態変化は， $\mathbb{R}$ の部分集合 $\triangle$ の範囲にあるスペクトル
が測定された時，各状態 (密度作用素) $\rho$ に対し，
$\rho\mapsto\frac{\sum_{a_{j}\in\triangle}E(a_{j})\rho E(a_{j})}{Tr[E(\triangle)\rho]}$ (1)
で与えられる。 ただし， $E(\{a_{j}\})=E(a_{j})$。
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孤立系 (閉じた系) の時間発展による変化はユニタリー，即ち可逆かつ決定論的で，
一方の測定による変化は非決定論的である。
この言明にはいくつか問題点がある。 まず一つ目の問題は量子論では 「孤立系 (閉じた


















話を戻そう。 $\triangle=\mathbb{R}$ のときの式 (1) の写像は
$\rho\mapsto\sum_{a_{j}\in \mathbb{R}}E(a_{j})\rho E(a_{j})$
(2)
となる。 1962年に中村と梅垣により，この写像が $B(\mathcal{H})$ から $\{A\}'$ への条件付き期待値で
あることが指摘された [14]。この指摘により，測定による状態変化を数学的に位置付ける
枠組みの整備が加速した。 中村と梅垣は物理量 $A$ が連続スペクトルを持つ場合にも同様




1970年，Davies と Lewis によりインストゥルメント (instrument) の理論が発表された
[7, 6]。 $\mathcal{M}$ を Hilbert 空間 $\mathcal{H}$ 上の $\sigma$-有限 von Neumann代数とし (本稿で登場する全ての
on Neumann代数は $\sigma$-有限であると仮定！), $(S, \mathcal{F})$ を可測空間とする。そして， $\mathcal{M}_{*,1}$ で
$\mathcal{M}$ 上の正規状態の全体， $P_{n}(\mathcal{M})$ で $\mathcal{M}$ 上の正規な正値線型写像を表す。 $\mathcal{I}$ : $\mathcal{F}\cross \mathcal{M}arrow \mathcal{M}$
が $(\mathcal{M}, S)$ に対するインストウルメント (以後，instrument) であるとは，以下の 2条件を
満たすことをいう :




(2) 任意の互いに素な高々可算個の $\mathcal{F}$ の元の族 $\{\triangle_{i}\},$ $\rho\in \mathcal{M}_{*,1},$ $A\in \mathcal{M}$ に対し，
$\rho(\mathcal{I}(\bigcup_{i}\triangle_{i}, A))=\sum_{i}\rho(\mathcal{I}(\triangle_{i}, A))$ (3)
が成り立つ。








ルメント (completely positive instrument, 以後 CP instrument) の導入である [18, 19]。 $\mathcal{I}$
が $(\mathcal{M}, S)$ に対する CP instrument であるとは， $\mathcal{I}$ が $(\mathcal{M}, S)$ に対する instrument であっ
て，任意の $\triangle\in \mathcal{F},$ $n\in \mathbb{N},$ $A_{1},$ $A_{2},$ $\cdots,$ $A_{n},$ $B_{1},$ $B_{2},$ $\cdots,$ $B_{n}\in \mathcal{M}$ に対し，
$\sum_{i,j=1}^{n}B_{i}^{*}\mathcal{I}(\triangle, A_{i}^{*}A_{j})B_{j}\geq 0$ (4)
が成り立つときという。 CPInst $(\mathcal{M}, S)$ で $(\mathcal{M}, S)$ に対する CP instrument の集合を表す。
[18, 19] において von Neumannモデルを一般化した測定過程も定義された。 $\mathbb{M}$ が $(\mathcal{M}, S)$
に対する測定過程であるとは，$\mathbb{M}=(\mathcal{K}, \sigma, E, U)$ は Hilbert空間 $\mathcal{K},$ $B(\mathcal{K})$ 上の状態 $\sigma$ , スペ
クトル測度 $E:\mathcal{F}arrow B(\mathcal{K})$ , および $\mathcal{H}\otimes \mathcal{K}$上のユニタリー作用素 $U$ からなる 4つ組であっ
て， $\{\mathcal{I}_{\mathbb{M}}(\triangle)M|M\in \mathcal{M}, \triangle\in \mathcal{F}\}\subset \mathcal{M}$ を満たすことをいう。 ただし， $\mathcal{I}_{\mathbb{M}}$ は $(B(\mathcal{H}), S)$
に対する CP instrument であって，任意の $X\in B(\mathcal{H})$ と $\triangle\in \mathcal{F}$ に対し， $\mathcal{I}_{\mathbb{M}}(\triangle)X=$
$(id\otimes\sigma)[U^{*}(X\otimes E(\triangle))U]$ で定義される。 そして， $\mathcal{M}=B(\mathcal{H})$ のとき， $(B(\mathcal{H}), S)$ に対す
る CP instrument $\mathcal{I}$ の集合と $(B(\mathcal{H}), S)$ に対する測定過程 $\mathbb{M}=(\mathcal{K}, \sigma, E, U)$ の \ 統計的同
値類" の集合が一対一対応することが [18, 19] において示された。対応は
$\mathcal{I}(\triangle, X)=(id\otimes\sigma)[U^{*}(X\otimes E(\triangle))U]$ (5)
により与えられる。有限自由度量子系の測定が測定過程で記述されるものとして完全に特
徴づけられることをこの結果は示している 2。すなわち，有限自由度量子系では物理量代
数が $B(\mathcal{H})$ であるおかげで，自動的に任意の CP instrument が物理的に意味のあるもの
だと考えられる。 この研究の後に，[20] で反復可能性仮説 (repeatability hypothesis) に関
わる Davies-Lewis予想が解決されて，量子測定理論の現在までに至る研究の方向性が確
立した。 本稿では十分に展開されてない歴史的経緯等は [22] を参照して頂きたい。
しかしながら，以後の量子測定理論の研究からは任意の von Neumann代数 $\mathcal{M}$ -におい
て任意の CP instrument が物理的に意味があるかはわかっていなかった。詳細は小澤正直
氏との共同研究 [17] に譲るが，本稿の次節以降でこの問題を解決した成果について報告を
行う。








補題 1 (小澤 [19, Proposition 4.2]). $(\mathcal{M}, S)$ に対する $CP$ instrument $\mathcal{I}$ に対し，Hilberi空
間 $\mathcal{K}$ , スペクトル測度 $E:\mathcal{F}arrow B(\mathcal{K})$ , 非退化な正規表現 $\pi$ : $\mathcal{M}arrow B(\mathcal{K})$ および等長作




$\varphi$ を $\mathcal{M}$ 上の忠実な正規状態とし，$v$ を $\varphi$o$\mathcal{I}\sim\nu$ を満たす (S, $\mathcal{F}$)上の有限正値測度とする。
ただし， $\varphi\circ \mathcal{I}$は任意の $\triangle\in \mathcal{F}$ に対し， $(\varphi\circ \mathcal{I})(\triangle)=\varphi(\mathcal{I}(\Delta, 1))$ で定義される $(S, \mathcal{F})$ 上の確
率測度である。補題 1(およびその証明) から，忠実な正規表現 $\tilde{E}:L^{\infty}(S, \mathcal{F}, \nu)arrow B(\mathcal{K})$
で任意の $\triangle\in \mathcal{F}$ に対し， $\tilde{E}(\chi_{\Delta})=E(\triangle)$ を満たすものが存在する。 したがって，(7) 式と
$L^{\infty}(S, \nu):=L^{\infty}(S, \mathcal{F}, v)$ の可換性から， $\mathcal{K}$ 上に $\mathcal{M}$ の正規表現 $\pi$ と $L^{\infty}(S, \nu)$ の正規表現
の組で，任意の $M\in \mathcal{M}$ と $f\in L^{\infty}(S, v)$ に対し，
$\tilde{E}(f)\pi(M)=\pi(M)E(f)$ (8)
を満たすものが存在する。 これより， $\mathcal{M}$ と $L^{\infty}(S, \nu)$ の双正規 (binormal)テンソル積代
数 $\mathcal{M}\otimes$bin $L^{\infty}(S, \nu)$ の $\mathcal{K}$ 上の双正規 $(\mathcal{M}, L^{\infty}(S, \nu)$ それぞれで正規) 表現 $\tilde{\pi}$ で，任意の
$M\in \mathcal{M}$ と $f\in L^{\infty}(S, \nu)$ に対し，
$\tilde{\pi}(M\otimes f)=\tilde{E}(f)\pi(M)$ (9)
を満たすものが存在する (von Neumann代数の双正規テンソル積については [11]参照。
$L^{\infty}(S, \nu)$ が核型であるので，ほかのどの C$*$ -テンソル積とも一致する)。 したがって，任
意の $(\mathcal{M}, S)$ に対する CP instrument $\mathcal{I}$ に対し， $\mathcal{M}\otimes_{bin}L^{\infty}(S, \nu)$ から $\mathcal{M}$ への単位的完
全正値写像 $\Psi_{\mathcal{I}}$ で
$\Psi_{\mathcal{I}}(M\otimes\chi_{\Delta})=\mathcal{I}(\Delta, M)$ (10)
を任意の $\Delta\in \mathcal{F}$ と $M\in \mathcal{M}$ に対して満たすものが存在する。 $\mathcal{M}=B(\mathcal{H})$ の場合には，
前章で紹介した結果から von Neumann代数のテンソル積 $B(\mathcal{H})\overline{\otimes}L^{\infty}(S, \nu)$ への拡張
$\Psi_{\mathcal{I}}$ : $B(\mathcal{H})\overline{\otimes}L^{\infty}(S, v)arrow B(\mathcal{H})$ で，任意の $X\in B(\mathcal{H})\otimes_{bin}L^{\infty}(S, \nu)$ に対し，
$\overline{\Psi_{\mathcal{I}}}(X)=\Psi_{\mathcal{I}}(X)$ (11)
を満たすものが存在する。一般には双正規テンソル積の単位的正規線型写像の存在までし




定義 2 $(正規拡張性質 ($normal extension property $\mathcal{I}を (\mathcal{M}, S)$ に対する $CP$ instrument,
$v$ を $\mathcal{M}$ 上のある忠実な正規状態 $\rho$ に対し $\nu\sim\rho\circ \mathcal{I}$ を満たす $S$上の有限正値測度とする。
(1) $\mathcal{I}$ が正規拡張性質 $($ normal extension property, $以後 NEP)$ とは，単位的正規完全正
値写像 $\overline{\Psi_{\mathcal{I}}}$ : $\mathcal{M}\overline{\otimes}L^{\infty}(S, v)arrow B(\mathcal{H})$ で $\overline{\Psi_{\mathcal{I}}}|_{\mathcal{M}\otimes_{bin}L\infty(S,\nu)}=\Psi_{\mathcal{I}}$ を満たすものが存在すると
きをいう。
(2) $\mathcal{I}$ が一意正規拡張性質 (unique normal extension property, 以後 UNEP) とは，単位
的正規完全正値写像 $\overline{\Psi_{\mathcal{I}}}$ : $\mathcal{M}\overline{\otimes}L^{\infty}(S, \nu)arrow B(\mathcal{H})$ で $\overline{\Psi_{\mathcal{I}}}|_{\mathcal{M}\otimes_{bin}L(S,\nu)}\infty=\Psi_{\mathcal{I}}$ を満たすもの
が唯一つ存在するときをいう。
$CPInst_{NE}(\mathcal{M}, S)$ で $NEP$をもつ $(\mathcal{M}, S)$ に対する $CP$ instrument の集合を表す。
正規拡張性質という名前は operator system の理論における一意拡張性質 (unique ex-
tension property, UEP) [4] の名称を参考してつけた。 この性質に関して次の定理が成り
立つ。
定理 3. $(\mathcal{M}, S)$ に対する $CP$ instrument $\mathcal{I}$ に対し次の条件は同値である :
(i) $\mathcal{I}$ は $NEP$ をもつ。
(ii) $\mathcal{I}$ は UNEP をもつ。
(iii) $(B(\mathcal{H}), S)$ に対する $CPi$nstrument $\tilde{\mathcal{I}}$ で，任意の $\triangle\in \mathcal{F}$ と $M\in \mathcal{M}$ に対し，$\tilde{\mathcal{I}}(\triangle)M=$
$\mathcal{I}(\triangle)M$ を満たすものが存在する。




ここで， $(\mathcal{M}, S)$ に対する測定過程 $\mathbb{M}=(\mathcal{K}, \sigma, E, U)$ が忠実であるとは，ある $\varphi$ を $\mathcal{M}$ 上の
忠実な正規状態に対し，正規かつ忠実な表現 $\tilde{E}:L^{\infty}(S, \varphi\circ \mathcal{I}_{\mathbb{M}})arrow B(\mathcal{K})$ で，任意の $\triangle\in \mathcal{F}$
に対し $E(\triangle)=\tilde{E}(\chi_{\triangle})$ を満たすものが存在するときをいう。定理 3から CP instrument が
NEP をもつことと測定過程で記述可能であることが等価であることがわかり，一般の $(\sigma-$
有限な) von Neumann代数 $\mathcal{M}$ において測定過程で記述可能な CP instrument のクラスを
数学的に特徴づけることができた。 この結果から次の定理は明らかである ([19, Theorem
5.1] と比較すると良い) :
定理 4. Let $\mathcal{M}$ を Hilbe材空間 $\mathcal{H}$ 上の $\sigma$ -有限 von Neumann代数とし， $(S, \mathcal{F})$ を可測空間と
する。 このとき， $(\mathcal{M}, S)$ に対する測定過程 $\mathbb{M}=(\mathcal{K}, \sigma, E, U)$ の \ 統計的同値類" と $NEP$
をもつ $(\mathcal{M}, S)$ に対する $CP$ instrument $\mathcal{I}$ の間に一対一対応が存在する。 この対応は，任
意の $\triangle\in \mathcal{F}$ と $M\in \mathcal{M}$ に対し，
$\mathcal{I}(\triangle)M=(id\otimes\sigma)[U^{*}(M\otimes E(\triangle))U]$ (13)
で与えられる。
3 CP instrument の集合 CPInst $(\mathcal{M}, S)$ の特徴づけ
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前章では $(\mathcal{M}, S)$ に対する CP instrument が測定過程で記述できるための必要十分条
件である NEP という非常に von Neumann代数的かつ圏論的な条件が焦点になった。本
稿の導入で解説された，代数的確率論および量子測定理論の研究で大変重要な役割を果
たした ( $B(\mathcal{H})$ から $\mathcal{M}$ への) 正規な条件付き期待値の存在は $(\mathcal{M}, S)$ に対する任意の CP
instrument が NEP をもつという結果を導く :
命題 5. $\mathcal{M}$ を $Hi$lbe% 空間 $\mathcal{H}$ 上の von Neumann代数で (正規な) 条件付き期待値 $\mathcal{E}$ :
$B(\mathcal{H})arrow \mathcal{M}$ が存在するものとし， $(S, \mathcal{F})$ を可測空間とする。 $(\mathcal{M}, S)$ に対する任意の $CP$
instrument $\mathcal{I}$ は $NEP$ をもつ。
数学的な立場からは，正規な条件付き期待値の存在の次には，正規でない条件付き期
待値の存在，すなわちノルム 1の射影が存在する場合に興味がわく。 $B(\mathcal{H})$ からのノル
ム 1の射影が存在する von Neumann代数 $\mathcal{M}$ は単射的 (injective) であると言われる。 こ
の呼び方は同値な条件がコホモロジー論における単射性の条件であることから名づけら
れている。 単射的 von Neumann代数の構造理論の研究は Connes の Fields 賞受賞理由に
挙げられる成果を含む作用素代数における中心的な研究テーマであった ([5, 24] 参照) 。
Anantharaman-Delaroche [1] の主定理を駆使することで次の定理が示される :
定理 6. $\mathcal{M}$ を Hilbe鴬空間 $\mathcal{H}$ 上の単射的 von Neumann代数とし， $(S, \mathcal{F})$ を可測空間とす
る。 $(\mathcal{M}, S)$ に対する任意の $CP$ instnment $\mathcal{I}$ に対し， $NEP$ をもつ $(\mathcal{M}, S)$ に対する $CP$
instrumentのネット $\{\mathcal{I}_{\alpha}\}$ で $\mathcal{I}\alphaarrow$uw $\mathcal{I}$ を満たすものが存在する。
ここで， $M\in \mathcal{M}$ と $\mathcal{M}$ のネット $\{M_{\alpha}\}_{\alpha}$ に対し， $\{M_{\alpha}\}_{\alpha}$ が $M$ に超弱収束するとき
$M_{\alpha}arrow uwM$ と表すことにし，その上で， $(\mathcal{M}, S)$ に対する CP instrument $\mathcal{I}$ と $(\mathcal{M}, S)$
に対する CP instrument のネット $\{\mathcal{I}_{\alpha}\}_{\alpha}$ に対して，全ての $M\in \mathcal{M}$ と $\triangle\in \mathcal{F}$ に対し
$\mathcal{I}_{\alpha}(\triangle)Marrow^{uw}\mathcal{I}(\triangle)M$ が成立することを $\mathcal{I}\alphaarrow$uw $\mathcal{I}$ で表した。 定理 6から次の性質が思い
つく。
定義 7 (近似的正規拡張性質 (approximately normal extension property $\mathcal{M}$ を Hilbert
空間 $\mathcal{H}$ 上の von Neumann代数とし， $(S, \mathcal{F})$ を可測空間とする。 $(\mathcal{M}, S)$ に対する $CP$
instrumentが近似的正規拡張性質 (approximately normal extension property, 以後 ANEP)
をもつとは， $NEP$をもつ $(\mathcal{M}, S)$ に対する $CP$ instrumentのネット $\{\mathcal{I}_{\alpha}\}$ で $\mathcal{I}\alphaarrow$uw $\mathcal{I}$ を
満たすものが存在するときをいう。ANEPをもつ $(\mathcal{M}, S)$ に対する CP instrumentの集合
を $CPInst_{AN}(\mathcal{M}, S)$ で表す。
定理 8. $\mathcal{M}$ を Hilben空間 $\mathcal{H}$ 上の von Neumann代数とし， $(S, \mathcal{F})$ を可測空間とする。 こ
のとき次の言明が成り立つ :
(1) (正規な) 条件付き期待値 $\mathcal{E}$ : $B(\mathcal{H})arrow \mathcal{M}$ が存在するならば，
CPInstNE $(\mathcal{M}, S)=CPInst_{AN}(\mathcal{M}, S)=CPInst(\mathcal{M}, S)$ .
(2) $\mathcal{M}$ が単射的ならば，CPInstAN $(\mathcal{M}, S)=CPInst(\mathcal{M}, S)$。
定理 8から， $\mathcal{M}$ 上で定義された CP instrument で ANEP をもたないものが存在する
ならば， $\mathcal{M}$ は単射的でない。 この逆についても適当に条件をつければ成立すると考えて
いる。
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物理系の物理量代数を記述する von Neumann代数は AFD (近似的有限次元，approxi-
mately nite-dimensional $=$有限次元 von Neumann部分代数の増大列の合併の弱閉包で表
示できるという性質) かつ可分であることが知られている。加えて，可分な von Neumann
代数が単射的であるのは AFD であるとき，その時に限ることが知られている。 この大変有
名な結果は Connes, Wassermann, Haagerup, Popa および他の研究者たちにより確立され
た $[5, 24]_{0}$ したがって，定理 8の (2) は物理的に実現可能な von Neumann代数においては
必ず成立する。事後状態の族の存在問題等を議論に絡めればANEP をもつ CP instrument
までが自然な測定を記述すると考えられる (詳しくは [17] 参照)。
4 DHR-DR理論における測定理論
講演では軽く触れることしかできなかった DHR-DR理論における測定理論について言及
しよう。 [16] において定義された 「局所状態 $($ local state) 」 の概念に基づく代数的場の量
子論 (代数的場の量子論の基礎については [2, 12] が詳しい) の展開により，現実には時
空局所的にしか把握しえない物理的状況実験設定を出発点として場の量子論の展開が可
能となった。 これを土台として局所的な測定の理論 (一般論) を [17] において DHR-DR
理論 [8, 9, 10] の一般的設定のもとで展開した。 $\{\mathcal{A}(\mathcal{O})\}_{\mathcal{O}\in \mathcal{K}}$ を $(W^{*}-)$ 局所ネットとし，
$\{\mathcal{A}(\mathcal{O})\}_{\mathcal{O}\in \mathcal{K}}$ の合併のノルム閉包である大域代数を $\mathcal{A}$ で表す。 [17] の主結果は次の通りであ
る:Haag双対性および分裂性質の仮定の下，局所時空領域 (二重錐 (double cone)) $\mathcal{O}$ に対
し DHR選択基準を満たす $\mathcal{A}$ の任意の表現 $\pi$ から生成された von Neumann代数 $\pi(\mathcal{A}(\mathcal{O}))"$
上で定義された NEP をもつ任意の CP instrumentは， $\pi$ ( $\mathcal{A}$) '/上で定義された \ 局所的な
(local)
'
CP instrument に必ず拡張できる。 \ 局所的な " CP instrument をここでは定義
していないため正確に述べることはできないが，有界時空領域上の代数上で定義された
測定過程で記述可能な CP instrument ならば有界な時空領域においてのみ作用する CP
instrument に必ず拡張されることを主張する結果である。 NEP という性質の強力さを改
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